
Çàäà÷è äëÿ ïîäãîòîâêè ê êîíòðîëüíîé ïî êóðñó ¾Àëãåáðà¿, 3-îé ìîäóëü
2021/2022-é ó÷åáíûé ãîä, âåðñèÿ 1.

1. ßâëÿåòñÿ ëè îòîáðàæåíèå ϕ : X → Y , ãäå X =

{(
a b c

0 0 0

)
, a, b, c ∈ Z

}
, Y = Z, ϕ

((
a b c

0 0 0

))
= a + b + c,

èíúåêòèâíûì, ñþðúåêòèâíûì, áèåêòèâíûì?

2. ßâëÿåòñÿ ëè (a) ãðóïïîèäîì, (b) ïîëóãðóïïîé, (c) ìîíîèäîì, (d) ãðóïïîé ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë Z îòíîñè-
òåëüíî îïåðàöèè a ◦ b = a+ b− 5? Îòâåò îáîñíîâàòü.

3. ßâëÿåòñÿ ëè îòîáðàæåíèå ϕ(7a) =

(
0 0

0 a

)
ãîìîìîðôèçìîì ãðóïï, åñëè ïåðâàÿ ãðóïïà � ýòî ìíîæåñòâî

G = {7a, a ∈ Z} ñ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ, à âòîðàÿ ãðóïïà � ìíîæåñòâî H =

{(
b1 0

0 b2

)
, b1, b2 ∈ Z

}
ñ

îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ? ßâëÿåòñÿ ëè ýòî îòîáðàæåíèå èçîìîðôèçìîì?

4. Ïîäãðóïïà G ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû Sn ïîðîæäåíà ñòåïåíÿìè ïîäñòàíîâêè
σ = (1 2 3 4 5 6 7)(8 9 10 11 12 13 14 15). Íàéòè
(a) âñå ýëåìåíòû g ∈ G òàêèå, ÷òî g7 = id;
(b) ýëåìåíòû g ïîðÿäêà 7,
è â êàæäîì ñëó÷àå ïîäñ÷èòàòü èõ êîëè÷åñòâî.

5. Ðàññìîòðèì ïîëå F = F5[x]/
〈
x3 + 3x2 + 2x+ 3

〉
. ×åðåç f̄ áóäåì îáîçíà÷àòü ñìåæíûé êëàññ

f +
〈
x3 + 3x2 + 2x+ 3

〉
∈ F.

Ïðåäñòàâèòü â âèäå f̄ , ãäå deg f̄ < 3 âûðàæåíèå

2 x4+4 x2+3
2 x3+2 x2 +

(
4x6 + 3x4 + 2x3 + 2x2 + 4x+ 2

) (
3x4 + 4x3 + x2 + 2x+ 2

)
− x3+3 x2+3 x+2

4 x+1

6. Ïóñòü f(x) = x4 + 3x3 + 6x2 + 7x, g(x) = x4 + 5x3 + 7x2 + 3x � ìíîãî÷ëåíû íàä ïîëåì Z11. Íàéòè ÍÎÄ(f, g)
è ìíîãî÷ëåíû u(x), v(x) ∈ Z11[x] òàêèå, ÷òî

u(x)f(x) + v(x)g(x) = ÍÎÄ(f, g)

7. Ñêîëüêî ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 2 â ãðóïïå D3 × S3 × Z4?

8. Íàéòè áàçèñ è ðàçìåðíîñòü ëèíåéíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà L â R4, çàäàííîãî ñèñòåìîé óðàâíåíèé:
x1 − 4x2 + 2x3 + 3x5 = 0

2x1 − 7x2 + 4x3 + x4 = 0

x1 − 3x2 + 2x3 + x4 − 3x5 = 0.

9. Íàéòè ðàçìåðíîñòü è áàçèñ ëèíåéíîé îáîëî÷êè âåêòîðîâ a1 = (1,−1, 2, 1)T , a2 = (1, 2, 1,−1)T , a3 =
(0, 3,−1,−2)T , a4 = (3, 3, 4,−1)T , a5 = (1,−4, 3, 3)T â R4, âûðàçèòü íåáàçèñíûå âåêòîðû ÷åðåç áàçèñíûå.

10. Ñîñòàâèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, çàäàþùóþ ëèíåéíóþ îáîëî÷êó âåêòîðîâ a1 = (1, 1, 2, 1, 2)T , a2 =
(0,−1,−2, 1,−1)T , a3 = (3, 1, 2, 5, 4)T â R5.

11. Íàéòè ðàçìåðíîñòè è áàçèñû ñóììû è ïåðåñå÷åíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâ V1, V2 â R4, V1 = ⟨a1, a2, a3⟩, V2 = ⟨b1, b2⟩,
ãäå a1 = (1, 0,−3,−2)T , a2 = (7, 1, 9, 14)T , a3 = (−4, 1, 2,−9)T , b1 = (10, 1, 0, 8)T , b2 = (−3, 0, 1,−3)T .

12. Âû÷èñëèòü ìàòðèöó ïåðåõîäà Ce→ê îò áàçèñà e1 = (−2, 1,−1)T , e2 = (1,−1, 3)T , e3 = (1, 2,−1)T ê áàçèñó
ê1 = (−1, 2, 3)T , ê2 = (2, 1, 2)T , ê3 = (0, 2, 1)T , â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå R3 è îïðåäåëèòü êîîðäèíàòû âåêòîðà
x = −ê1 + 3ê2 − ê3 â áàçèñå e1, e2, e3.

13. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé ïîäïðîñòðàíñòâ L1 = ⟨a1, a2⟩, à L2 = ⟨b1, b2⟩ è ðàç-
ëîæèòü âåêòîð x = (0,−2, 2, 0)T íà ñóììó ïðîåêöèé íà ýòè ïîäïðîñòðàíñòâà, ãäå a1 = (1, 1, 1, 0)T , a2 =
(1, 1, 0, 1)T , b1 = (1, 0, 1, 1)T , b2 = (1, 1,−1,−1)T .

14. Â áàçèñå e1 =

(
3

1

)
, e2 =

(
2

−1

)
áèëèíåéíàÿ ôîðìà B(x, y) èìååò ìàòðèöó B =

(
−1 1

−3 4

)
. Íàéòè ìàòðèöó

áèëèíåéíîé ôîðìû B(x, y) â áàçèñå ê1 =

(
4

3

)
, ê2 =

(
1

1

)
.

Íîìåðà ïî çàäà÷íèêó �Ñáîðíèê çàäà÷ ïî àëãåáðå� ïîä ðåäàêöèåé À.È. Êîñòðèêèíà, èçäàíèå 2009-ãî ãîäà:

64.41 (â). Äîêàçàòü, ÷òî R[x]/⟨x2 + x+ 1⟩ ⋍ C.

64.42. Ïðè êàêèõ a è b ôàêòîðêîëüöà Z2[x]/⟨x2 + ax+ b⟩



(a)èçîìîðôíû ìåæäó ñîáîé;
(b)ÿâëÿþòñÿ ïîëÿìè?

64.43. Èçìîðôíû ëè ôàêòîðêîëüöà

Z3[x]/⟨x3 + 1⟩, Z3[x]/⟨x3 + 2x2 + x+ 1⟩ ?

56.11. Íàéòè ïîðÿäîê ýëåìåíòà xk, åñëè ïîðÿäîê ýëåìåíòà x ðàâåí n.

34.3 á). Äîêàçàòü ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü íàä R ñèñòåì ôóíêöèé

1, sinx, cosx .

34.3 ã). Äîêàçàòü ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü íàä R ñèñòåì ôóíêöèé

1, cosx, cos 2x, · · · , cosnx .

34.4 à). Äîêàçàòü ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü íàä R ñèñòåì ôóíêöèé

eα1x, eα2x, · · · , eαnx .

34.11 à). Äîêàçàòü, ÷òî êàæäàÿ èç äâóõ çàäàííûõ ñèñòåì âåêòîðîâ S è S′ ÿâëÿþòñÿ áàçèñîì. Íàéòè ìàòðèöó
ïåðåõîäà îò S ê S′:

S = ((1, 2, 1), (2, 3, 3), (3, 8, 2)), S′ = ((3, 5, 8), (5, 14, 13), (1, 9, 2)) .

34.12. Äîêàçàòü, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå R[x]n ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè ⩽ n ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ñèñòåìû

{1, x, · · · , xn} è {1, x− a, (x− a)2, · · · , (x− a)n}, a ∈ R,

ÿâëÿþòñÿ áàçèñàìè, è íàéòè êîîðäèíàòû ìíîãî÷ëåíà f(x) = a0+a1x+· · ·+anx
n â ýòèõ áàçèñàõ è ìàòðèöó ïåðåõîäà

îò ïåðâîãî áàçèñà êî âòîðîìó.

37.6. Íàéòè ìàòðèöó áèëèíåéíîé ôóíêöèè f â íîâîì áàçèñå, åñëè çàäàíû å¼ ìàòðèöà â ñòàðîì áàçèñå è ôîðìóëû
ïåðåõîäà:

(a)

 1 2 3

4 5 6

7 8 9

,

e′1 = e1 − e2,

e′2 = e2 + e3,

e′3 = e1 + e2 + e3;

(b)

 0 2 1

−2 2 0

−1 0 3

,

e′1 = e1 + 2e2 − e3,

e′2 = e2 − e3,

e′3 = −e1 + e2 − 3e3.

25.7 à). Íàéòè íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü è åãî âûðàæåíèå ÷åðåç f è g íàä ïîëåì F2:

f = x5 + x4 + 1, g = x4 + x2 + 1 .


